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Ëåêòîð Ï.À.×àëîâ
I. Èíòåãðàë Ðèìàíà
Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà è å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ôóíê-

öèè èíòåãðèðóåìûå (ïî Ðèìàíó). Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Îãðàíè÷åííîñòü èí-
òåãðèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðèìåð îãðàíè÷åííîé, íî íåèíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Ñóììû Äàðáó, èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, ñâÿçü ñ èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè. Ñâîéñòâà
ñóìì Äàðáó: ïðèáëèæåíèå ñóìì Äàðáó èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè; ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ñóììàìè Äàðáó ïðè ïðîäîëæåíèè ðàçáèåíèÿ; ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñóììàìè Äàðáó ïî-
ñòðîåííûõ ïî ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì; îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà âåðõíèõ (íèæíèõ)
ñóìì Äàðáó, èíòåãðàëû Äàðáó.

Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè. Êîëåáàíèå ôóíêöèè íà ñåãìåíòå
(îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå).

Íåêîòîðûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé (íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; íåêîòîðûå ðàç-
ðûâíûå ôóíêöèè è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; ìîíîòîííûå ôóíêöèè).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà (21 ñâîéñòâî âìåñòå ñ ôîðìóëàìè ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ) (ôîðìóëà Áîííå áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì
âåðõíèì ïðåäåëîì. Îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ; ñóùåñòâîâàíèå ïåðâî-
îáðàçíîé äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Çàìåíà ïåðåìåííîé
è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëîâ.

II. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (îïðåäåëåíèå, ñõîäèìîñòü); ïðèìåðû. Êðèòå-

ðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü
è ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåí-
íûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî
ðîäà.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (Âåéåðøòðàññà, Äèðèõëå è Àáåëÿ).
Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà. Çàìåíà

ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà.
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà (îïðåäåëåíèå, ñõîäèìîñòü); ïðèìåðû. Êðè-

òåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà.
Ïåðåõîä îò íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì

ïåðâîãî ðîäà.
Ãëàâíîå çíà÷åíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà; ñâÿçü ñî ñõîäèìîñòüþ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà.
III. Íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà
Ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Ïðîñòàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Âïè-

ñàííàÿ ëîìàíàÿ. Ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ; äëèíà äóãè ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé. Ëåììà î äëè-
íàõ ëîìàííûõ. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðÿìëÿåìîñòè êðèâîé. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äëèíû äóãè êðèâîé. Äèôôåðåíöèàë äóãè. Ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.
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Ïëîñêèå ôèãóðû. Ìíîãîóãîëüíèêè. Ôèãóðû ñîäåðæàùèåñÿ â äàííîé ôèãóðå è ñîäåð-
æàùèå å¼. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîùàäÿìè ìíîãîóãîëüíèêîâ ñîäåðæàùèõñÿ è ñîäåð-
æàùèõ ôèãóðó. Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ïëîùàäè ôèãóðû; ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè.
Êâàäðèðóåìûå ôèãóðû. Êðèòåðèé êâàäðèðóåìîñòè. Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ; å¼ êâàä-
ðèðóåìîñòü è ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè. Êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð; åãî êâàäðè-
ðóåìîñòü è ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè.

IV. Ìåòðè÷åñêèå, íîðìèðîâàííûå, åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâî Rn

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðèêà; àêñèîìû ìåòðèêè. Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ìèíêîâñêîãî. Ïðîñòðàíñòâî Rn (òðè ìåò-
ðèêè). Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] (äâå ìåòðèêè). Ïðîñòðàíñòâî C.
Èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå; èçîìåòðè÷íûå ïðîñòðàíñòâà; ïðèìåðû.

Ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû.
Øàðû â ïðîñòðàíñòâå Rn â ðàçíûõ ìåòðèêàõ; ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îêðåñòíîñòÿìè â
ðàçíûõ ìåòðèêàõ. Øàð â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõî-
äÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà. Îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ è îãðàíè÷åííîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn. Ñëåäñòâèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà C.

Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøò-
ðàññà â Rn (î âûäåëåíèè ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè).

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå; ïðèìåðû. Êðèòåðèé
îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (î ïåðåñå÷åíèè è
îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ). Çàìêíóòîñòü çàìêíóòîãî øàðà. Îòêðûòîñòü îòêðûòîãî øàðà.

Ôóíäàìåíòàëüíûå (ñõîäÿùèåñÿ â ñåáå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû. Ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðèíöèï âëîæåííûõ
çàìêíóòûõ øàðîâ (êðèòåðèé ïîëíîòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà).
Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Êîìïàêòíîñòü â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî (êîìïàêòíîå â ïðîñòðàíñòâå). Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (êîìïàêòíîå â ñåáå). Ñâÿçè
ïîíÿòèé êîìïàêòíîñòè, îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè, îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè (â
ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðèìåð îãðàíè÷åííîãî
çàìêíóòîãî, íî íåêîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå C[−π, π].
Êîìïàêòíîñòü â òåðìèíàõ ïîêðûòèé. Ïîêðûòèå, îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà. Îã-
ðàíè÷åííîñòü è çàìêíóòîñòü êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Ëåììà Ãåéíå-Áîðåëÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn. Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â Rn.

Íîðìà. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè-
ìåðû íîðì â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

V. Îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ìíîæåñòâî L(E, F ). Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Îáùèé

âèä îïåðàòîðà A ∈ L(Rn,Rm).
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû.

Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A ∈ L(Rn,Rm). Ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà. Íîðìà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ôîðìóëà äëÿ å¼ âû÷èñëåíèÿ.

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñêàëÿðíûå è
âåêòîðíûå ôóíêöèè îäíîãî è íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òåîðåìû Êàíòîðà
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î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè (áåç äîêàçàòåëüñòâà), îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà), Âåéåðøòðàññà (áåç äîêàçàòåëüñòâà), î íåïðåðûâ-
íîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé(áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, îáëàñòü, òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.
Ïðåäåë âäîëü êðèâîé è ïî íàïðàâëåíèþ.
Ïîâòîðíûå ïðåäåëû. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâòîðíîãî ïðåäåëà; ñëåä-

ñòâèå.
VI. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ôóíêöèé
Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùè-

ìè ïðîèçâîäíóþ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

Äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå âåêòîð-ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë
âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå. Åäèíñòâåííîñòü
îïåðàòîðà, ó÷àñòâóþùåãî â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå.
Íåïðåðûâíîñòü äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå. Ìàòðèöà ßêîáè, ãðàäèåíò, ÿêîáèàí. Íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî íàïðàâëåíèþ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå. Êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè âåêòîð-ôóíêöèè â òî÷êå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíê-
öèè. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè.

VII. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òåîðåìà î

ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì. Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ñëåäñòâèå
äëÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî.

VIII. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì
Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

IX. Íåÿâíûå ôóíêöèè
Íåÿâíûå ôóíêöèè. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé íåÿâ-

íîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè. Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíûõ ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé íåÿâíîé âåêòîð-ôóíê-
öèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

X. Ñèñòåìû ôóíêöèé
Ñèñòåìû çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè

ñèñòåìû ôóíêöèé.
XI. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì
Ïîíÿòèå îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå. Ìåòîä Ëàãðàíæà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Îáùàÿ

ñõåìà íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
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