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1 Поточечная и равномерная сходимость
функции двух переменных

В дальнейшем будем считать, что X ⊂ R1
x, Y ⊂ R1

y, функция f определена
на множестве X × Y ⊂ R2

x,y и y0 — предельная точка множества Y . Обозна-
чим через X0 совокупность тех точек x ∈ X, для которых существует конеч-
ный предел lim

y→y0
f(x, y) = ϕ(x). Множество X0 назовем множеством сходимости

функции f(x, y) при y → y0, а функцию ϕ(x), определенную на X0, — пре-
дельной функцией функции f(x, y) при y → y0. При этом будем говорить,
что функция f(x, y) поточечно сходится к ϕ(x) при y → y0, и писать коротко
f(x, y)

X0−→
y→y0

ϕ(x).

Приведем формальную запись определения поточечной сходимости функции
к предельной:

f(x, y)
X0−→
y→y0

ϕ(x)⇔ ∀x ∈ X0 ∀ε > 0 ∃Uy0 : |f(x, y)− ϕ(x)| < ε, ∀y ∈
o

U y0 ∩Y.

В терминах ε–δ определение поточечной сходимости функции к предельной
при y → y0 ∈ R формально можно записать так:

f(x, y)
X0−→
y→y0

ϕ(x)⇔ ∀x ∈ X0 ∀ε > 0 ∃δ = δ(x, ε) > 0 :

|f(x, y)− ϕ(x)| < ε, ∀y ∈ Y, 0 < |y − y0| < δ.

В том случае, когда y0 = +∞ такое определение формально можно записать
так:

f(x, y)
X0−→

y→+∞
ϕ(x)⇔ ∀x ∈ X0 ∀ε > 0 ∃δ = δ(x, ε) > 0 :

|f(x, y)− ϕ(x)| < ε, ∀y ∈ Y, y > δ.

Заметим, что если f(x, y)
X0−→
y→y0

ϕ(x) и X1 ⊂ X0, то f(x, y)
X1−→
y→y0

ϕ(x).

Пример 1. Рассмотрим функцию f(x, y) = xy, определенную на [0,+∞) ×
(0,+∞), при y → +∞.

4 Если x ∈ [0, 1), то при y → +∞ f(x, y) = xy → 0. Если x = 1, то
f(x, y) = 1 → 1. Наконец, если x > 1, то f(x, y) = xy → +∞ при y → +∞.
Следовательно, множество сходимости функции f(x, y) = xy при y → +∞
совпадает с отрезком [0, 1], а предельная функция ϕ(x) равна

ϕ(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),

1, x = 1.
N
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Заметим, что если множество Y совпадает с N — множеством натуральных
чисел, то y0 = +∞ и мы имеем функциональную последовательность fn(x) :=
f(x, n).

Определение 1. Пусть функция f(x, y) поточечно сходится на множестве
X к функции ϕ(x) при y → y0. Если для любого положительного числа ε

найдется такая окрестность Uy0 точки y0, что для всех y ∈
o

U y0 ∩Y и всех
x ∈ X справедливо неравенство |f(x, y)− ϕ(x)| < ε, то говорят, что функция
f(x, y) равномерно сходится к предельной функции ϕ(x) на множестве X при

y → y0 и пишут f(x, y)
X

⇒ ϕ(x) при y → y0 или f(x, y)⇒ ϕ(x) на множестве
X при y → y0.

Если же f(x, y) сходится поточечно на множестве X при y → y0, но не удо-
влетворяет определению (1), то говорят, что f(x, y) сходится к ϕ(x) на X нерав-

номерно при y → y0 и символически пишут: f(x, y)
X

6⇒ ϕ(x) при y → y0.
Стоит отметить, что фраза «функция f(x, y) не является равномерно схо-

дящейся на множестве X при y → y0» не утверждает, что функция f(x, y)
сходится на множестве X при y → y0.

Приведем формальную запись равномерной сходимости и неравномерной схо-
димости функции f(x, y) к предельной ϕ(x) на X при y → y0.

f(x, y)
X

⇒ ϕ(x) при y → y0 ⇔

⇔ ∀ε > 0, ∃Uy0 : |f(x, y)− ϕ(x)| < ε, ∀y ∈
o

U y0 ∩Y, ∀x ∈ X,

f(x, y)
X

6⇒ ϕ(x) при y → y0 ⇔

⇔ ∃ε0 > 0 : ∀Uy0(δ) ∃yδ ∈
o

U y0 ∩Y, ∃xδ ∈ X : |f(xδ, yδ)− ϕ(xδ)| ≥ ε0.

Пример 2. Пусть f : (0, 2) × (0, 1) → R, f(x, y) =
3x+ y

x+ y
. Исследовать

сходимость функции f(x, y) при y → +0 на промежутках: а) X1 = (1, 2), б)
X2 = (0, 1).

4 Выясним, имеет ли функция f(x, y) предельную при y → +0 на множестве

X = (0, 2). Фиксируем x0 ∈ (0, 2). Так как lim
y→+0

3x0 + y

x0 + y
= 3, то предельная

функция функции f(x, y) при y → +0 на X равна ϕ(x) = 3.
Для изучения характера сходимости на X1 и X2 рассмотрим

|f(x, y)− ϕ(x)| = 2y

x+ y
.
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Покажем, что f(x, y) равномерно сходится к ϕ(x) при y → +0 на множестве
X1 и неравномерно сходится на X2.

При каждом x ∈ (1, 2) и y > 0 имеем:
2y

x+ y
< 2y. Пусть ε ∈ (0, 1). Тогда

∀x ∈ (1, 2) и y > 0

|f(x, y)− ϕ(x)| = 2y

x+ y
< 2y.

Поскольку 2y < ε ∀y ∈ (0, ε/2), то

|f(x, y)− ϕ(x)| < ε, ∀y ∈ (0, ε/2), ∀x ∈ (1, 2).

Итак, ∀ε > 0 найдено δ =
ε

2
такое, что |f(x, y) − ϕ(x)| < ε, ∀y ∈ (0, δ),

∀x ∈ X1, то есть, f(x, y)
X1

⇒ ϕ(x) при y → +0.
Если x ∈ X2 = (0, 1), то ∀δ > 0 (δ < 1), ∀y ∈ (0, δ) и x = y ∈ (0, 1)

|f(y, y)− ϕ(y)| = 2y

y + y
= 1.

Полагая ε0 = 1, получим, что

∀δ ∈ (0, 1) ∃yδ = δ/2 ∈ (0, δ) ∃xδ = yδ ∈ (0, 1) : |f(xδ, yδ)− ϕ(yδ)| = 1 = ε0.

Последнее означает, что f(x, y)
X2

6⇒ ϕ(x) при y → +0. N
На практике при изучении характера сходимости на множестве X функции

f(x, y) к предельной при y → y0 чаще всего используется следующий критерий.

Теорема 1 (критерий в терминах супремумов). Пусть f(x, y)
X−→ ϕ(x) при

y → y0. Для того чтобы функция f(x, y) равномерно сходилась к предельной
на множестве X при y → y0, необходимо и достаточно, чтобы

lim
y→y0

sup
x∈X
|f(x, y)− ϕ(x)| = 0. (1)

Cледствие 1.1. Пусть f(x, y)
X−→ ϕ(x) при y → y0 и существуют функция

g(y) и окрестность Uy0 точки y0 такие, что выполняется неравенство

|f(x, y)− ϕ(x)| ≤ g(y), ∀x ∈ X, ∀y ∈
o

U y0 ∩Y.

Если lim
y→y0

g(y) = 0, то f(x, y)
X

⇒ ϕ(x) при y → y0.

Вернемся к примеру 2 и воспользуемся последним утверждением. Имеем:

f(x, y) =
3x+ y

x+ y
, f : (0, 2)× (0, 1)→ R, y0 = 0.
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Как показано ранее, при y → +0 предельная функция равна ϕ(x) = 3 и

|f(x, y)− ϕ(x)| = 2y

x+ y
, ∀x ∈ (0, 2), ∀y ∈ (0, 1).

Если x ∈ (1, 2), то |f(x, y) − ϕ(x)| ≤ 2y

1 + y
, ∀y > 0. Положим g(y) =

2y

1 + y
.

Так как ∃ lim
y→+0

g(y) = lim
y→+0

2y

1 + y
= 0, то f(x, y)

(1,2)

⇒ ϕ(x) при y → +0.

Пусть теперь x ∈ (0, 1). Найдем sup
x∈(0,1)

|f(x, y) − ϕ(x)| = sup
x∈(0,1)

2y

x+ y
. Для

этого зафиксируем y0 ∈ (0, 1). Функция ψ(x) =
2y0
x+ y0

является убывающей

на интервале (0, 1), поэтому sup
x∈(0,1)

ψ(x) = lim
x→+0

2y0
x+ y0

= 2. Поскольку в этом

случае условие (1) критерия не выполнено, то f(x, y)
X2

6⇒ ϕ(x).
Вернемся к примеру 1 и изучим характер сходимости функции f(x, y) = xy

при y → +∞ на множествах а) X = [0, 1), б) X = [0, x0], где x0 ∈ (0, 1).
4 Напомним, что для функции f(x, y) = xy на множестве X = [0, 1) при

y → +∞ предельная функция ϕ(x) = 0.
а) Если x ∈ [0, 1), то |f(x, y) − ϕ(x)| = xy. Зафиксируем y0 > 2. Тогда

x0 = 1− 1

y0
∈ (0, 1) и |f(x0, y0)− ϕ(x0)| =

(
1− 1

y0

)y0
. Поэтому

α(y0) := sup
x∈(0,1)

|f(x, y)− ϕ(x)| ≥
(

1− 1

y0

)y0
∀y0 > 2.

Но lim
y→+∞

α(y0) = e−1, то есть α(y) 6→ 0 при y → +∞, следовательно, в силу

теоремы 1, функция f(x, y) = xy поточечно, но не равномерно сходится к ϕ(x)
на множестве [0, 1) при y → +∞.

б) Если x ∈ [0, x0], где x0 ∈ (0, 1), то при каждом фиксированном y0 > 2
функция ψ(x) = |f(x, y0) − ϕ(x)| = xy0 является возрастающей на отрезке
[0, x0], а потому

α(y) := sup
x∈[0,x0])

|f(x, y)− ϕ(x)| = xy0 → 0 при y → +∞.

Это означает, что f(x, y)
[0,x0]

⇒ ϕ(x) при y → +∞. N
Пример 3. Пусть f : [0, 1]×[0,+∞) ⊂ R2

x,y → R, f(x, y) = xe−xy. Исследовать
функцию f(x, y) на сходимость на множестве X = [0, 1] при y → +∞.

4 Зафиксируем x ∈ X = [0, 1]. Так как lim
y→+∞

f(x, y) = lim
y→+∞

x

exy
= 0, то

ϕ(x) = 0 и f(x, y)
X−→ ϕ(x) при y → +∞.
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Пользуясь теоремой 1, выясним, является ли эта сходимость равномерной на
множестве X. Заметим, что |f(x, y) − ϕ(x)| = xe−xy при x ∈ X и y ∈ [0,+∞).
Зафиксируем y0 > 1. Пусть ψ(x) = xe−xy0. Функция ψ(x) дифференцируема
на R, поэтому и на X, а значит множество ее критических точек совпадает с
множеством стационарных точек. Найдем стационарные точки функции ψ(x),
лежащие на (0, 1). Так как

ψ′(x) = (1− xy0)e−xy0, ∀x ∈ (0, 1),

то ψ′(x) = 0 тогда и только тогда, когда x =
1

y0
.

Так как y0 ∈ (1,+∞), стационарная точка x =
1

y0
∈ (0, 1) и

ψ

(
1

y0

)
=

1

ey0
, ψ(0) = 0, ψ(1) =

1

ey0
.

Сравнивая полученные значения, замечаем, что при y0 > 2 имеет место нера-

венство
1

ey0
>

1

ey0
. Следовательно,

α(y) = sup
x∈[0,1]

|f(x, y)− ϕ(x)| = sup
x∈[0,1]

xe−xy =
1

ey
, ∀y > 2.

Но lim
y→+∞

α(y) = 0, и в силу теоремы 1, f(x, y)
X

⇒ ϕ(x) при y → +∞. N

Пример 4. Пусть f(x, y) = xye−xy, f : [0, 1] × [1,+∞) → R. Исследовать
функцию f(x, y) на сходимость на множестве X = [0, 1] при y → +∞.

4 При каждом фиксированном x ∈ X lim
y→+∞

f(x, y) = lim
y→+∞

xy

exy
= 0, поэтому

ϕ(x) = 0, ∀x ∈ X и f(x, y)
X−→ ϕ(x) при y → +∞. Для изучения характера

сходимости вновь воспользуемся теоремой 1:

|f(x, y)− ϕ(x)| = xye−xy, x ∈ X, ∀y > 1.

Зафиксируем y0 > 1 и найдем sup
x∈[0,1]

ψ(x), где ψ(x) = xy0e
−xy0. Заметим, что

функция ψ(x) дифференцируема на множестве X. Поскольку ψ′(x) = y0(1 −
xy0)e

−xy0, ∀x ∈ (0, 1), то функция ψ(x) имеет одну стационарную точку x =

1/y0. Так как y0 > 1, то 1/y0 ∈ (0, 1) и ψ(1/y0) = e−1, ψ(0) = 0, ψ(1) =
y0
ey0

. Но

lim
y→+∞

y

ey
= 0, поэтому для достаточно больших y

sup
x∈[0,1]

|f(x, y)− ϕ(x)| = sup
x∈[0,1]

xye−xy = e−1.

7



Условие (1) критерия не выполнено и f(x, y)
X2

6⇒ ϕ(x) при y → +∞. N
Остановимся еще на одном методе доказательства того, что функция f(x, y)

сходится неравномерно к предельной функции ϕ(x) на множествеX при y → y0.
Этот метод основан на следующей теореме.

Теорема 2 (свойство непрерывности предельной функции). Пусть функция
f(x, y) определена на X × Y и удовлетворяет условиям

1) f(x, y)
X

⇒ ϕ(x) при y → y0,
2) для каждой фиксированной точки y ∈ Y функция f(x, y) непрерывна по

x на множестве X.
Тогда функция ϕ(x) непрерывна на множестве X.

Следовательно, если функция f(x, y) удовлетворяет условию 2) и f(x, y)
X−→

ϕ(x) при y → y0, но функция ϕ(x) не является непрерывной на множестве X,

то f(x, y)
X

6⇒ ϕ(x) при y → y0.
Еще раз вернемся к примеру 1, предполагая, что X = [0, 1]. В этом случае

f(x, y)
X−→ ϕ(x) при y → +∞, где функция

ϕ(x) =

{
0, x ∈ [0, 1),

1, x = 1,

терпит разрыв в точке x = 1, а функция f(x, y) при каждом фиксированном
y ∈ (0,+∞) непрерывна на [0, 1]. Поэтому в этом случае нет равномерной схо-
димости функции f(x, y) к предельной при y → +∞.

1.1 Задания для самостоятельной работы

Исследовать на равномерную сходимость функцию f(x, y) на множестве X
при y → y0.

1. f(x, y) =
y

x+ y2
, X = [1,+∞), y → +∞;

2. f(x, y) =
arctg(xy)

2y − x
, X = [0, 1], y → +∞;

3. f(x, y) = x2 + y2, X = [−1, 1], y → 0;

4. f(x, y) =
xy

x2 + y2
, X = (1,+∞), y → +∞;

5. f(x, y) =
x2 − y2

1 + x2y2
, a) X = (1, a), где a ∈ (1,+∞),

б) X = (1,+∞), y → +0;
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6. f(x, y) =
xy

x2 + y2
, X = (0,+∞), y → +0;

7. f(x, y) =
xy

x2 + y2
, X = (1, a), где a ∈ (1,+∞), y → +∞;

8. f(x, y) =
xy

x2 + y2
, X = (1,+∞), y → +0;

9. f(x, y) = ln(1 + y2 cosx), X ∈ (0,
π

2
), y → 0;

10. f(x, y) = ln

(
1− 1

y2
sin2 x

)
, X = [0,

π

2
], y → +∞;

11. f(x, y) =
y arctg(xy)

y + 1
, X = (0,+∞), y → +0;

12. f(x, y) =
1

x
(exy − 1), X = (0,+∞), y → +0;

13. f(x, y) =
1

x
(exy − 1), X = (0,+∞), y → −∞;

2 Несобственные интегралы, зависящие от параметра.
Равномерная сходимость

Пусть функция f(x, y) определена на множестве [a, b) × Y ⊂ R2
x,y и при

каждом фиксированном y ∈ Y функция f(x, y) ∈ Rloc[a, b). Если f(x, y) ∈
R[a, b) для любого y ∈ Y , то на множестве Y определена функция

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx, (2)

которую называют несобственным интегралом, зависящим от параметра (кото-
рый будем коротко называть НИЗП). Далее, если не оговорено другое, перечис-
ленные выше условия предполагаются выполненными.

Определение 2. Несобственный интеграл (2), зависящий от параметра, на-
зывают равномерно сходящимся на множестве Y , если для любого положи-
тельного числа ε найдется такое b0 ∈ (a, b), что для всех t ∈ (b0, b) и всех

y ∈ Y выполняется неравенство
∣∣∣ b∫
t

f(x, y) dx
∣∣∣ < ε.
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Приведем формальную запись равномерной сходимости на множестве Y не-
собственного интеграла, зависящего от параметра:

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx равномерно сходится на множестве Y ⇔

⇔ ∀ε > 0 ∃b0 ∈ (a, b) :
∣∣∣ b∫
t

f(x, y) dx
∣∣∣ < ε, ∀t ∈ (b0, b), ∀y ∈ Y.

Формальная запись неравномерной сходимости на множестве Y несобствен-
ного интеграла, зависящего от параметра, имеет следующий вид:

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx не сходится равномерно на множестве Y ⇔

⇔ ∃ε0 > 0 : ∀b0 ∈ [a, b) ∃tb0 ∈ (b0, b), ∃yb0 ∈ Y :
∣∣∣ b∫
tb0

f(x, yb0) dx
∣∣∣ ≥ ε0.

Если ввести функцию

F (t, y) =

b∫
t

f(x, y) dx, t ∈ [a, b), y ∈ Y, (3)

то из определения 2 следует, что равномерная сходимость на множестве Y

несобственного интеграла J(y), зависящего от параметра, равносильна равно-
мерной сходимости на множестве Y функции F (t, y) к функции J(y) при t→ b

(t ∈ [a, b)).

Пример 5. Исследовать на равномерную сходимость на множестве Y несоб-

ственный интеграл
+∞∫
0

ye−xy dx, если

а) Y = [a, b], 0 < a < b < +∞ , б) Y = [0, b], 0 < b < +∞.

4 Заметим, что на множестве [0,+∞) × [0,+∞) функция f(x, y) = ye−xy

непрерывна, поэтому точка b = +∞ — единственная особая точка подынте-
гральной функции f(x, y) при каждом фиксированном y ∈ [0,+∞).

a) Пусть 0 < a ≤ y ≤ b < +∞. Тогда
+∞∫
t

ye−xy dx = −e−xy
∣∣+∞
t

= e−ty, ∀t > 0.
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Зафиксируем ε ∈ (0, 1). Так как 0 < e−ty ≤ e−at, ∀y ∈ [a, b], и

e−at < ε⇐⇒ t >
1

a
ln

1

ε
,

то ∀ε ∈ (0, 1) ∃b0 =
1

a
ln

1

ε
∈ [0,+∞):

0 <

+∞∫
t

ye−xy dx < ε ∀y ∈ [a, b], ∀t > b0.

Следовательно, данный интеграл равномерно сходится на отрезке [a, b], когда
0 < a < b < +∞.

б) Пусть теперь y ∈ [0, b]. Заметим, что

при y = 0

+∞∫
t

ye−xy dx = 0, при y ∈ (0, b]

+∞∫
t

ye−xy dx = e−ty, ∀t > 0.

Если y = 1/n, n ∈ N, а t = n, то e−ty = e−n/n = e−1. Итак,

∃ε0 = e−1 > 0 : ∀b0 ∈ [0,+∞) ∃tb0 = n > b0, ∃yb0 = 1/n ∈ [0, b] :

+∞∫
tb0

ye−xy dx ≥ ε0 = e−1.

Поэтому данный интеграл сходится не равномерно на отрезке [0, b]. N
Из определения 2 следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Если интеграл
b∫

a

f(x, y) dx и интеграл
b∫

a

g(x, y) dx с единственной

особой точкой x = b равномерно сходятся на множестве Y , то для любых

чисел α и β интеграл
b∫

a

(αf(x, y) + βg(x, y)) dx равномерно сходится на мно-

жестве Y .

При исследовании равномерной сходимости функции f(x, y) к предельной ча-
ще всего используется критерий 1 и его следствие. Но их применение к функции
(3) при исследовании на равномерную сходимость несобственных интегралов
(3), зависящих от параметра, весьма затруднительно. Здесь чаще используют-
ся достаточные признаки равномерной сходимости несобственных интегралов,
зависящих от параметра.
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Теорема 3 (признак Вейерштрасса). Пусть f(x, y) ∈ Rloc[a, b), ∀y ∈ Y , и
sup
y∈Y
|f(x, y)| = g(x), x ∈ [a, b). Если функция g(x) локально интегрируема на

[a, b) и интеграл
b∫

a

g(x) dx сходится, то несобственный интеграл (2) равно-

мерно и абсолютно сходится по y на множестве Y .

Cледствие 3.1. Пусть f(x, y) ∈ Rloc[a, b) при каждом y ∈ Y и существует
функция g : [a, b) → R и число a0 ∈ [a, b) такие, что |f(x, y)| ≤ g(x), ∀x ∈

[a0, b), ∀y ∈ Y . Если g(x) ∈ Rloc[a0, b) и несобственный интеграл
b∫

a0

g(x) dx

сходится, то интеграл
b∫

a

f(x, y) dx абсолютно и равномерно сходится на Y .

Часто признаком Вейерштрасса называют это следствие!
Обратите внимание: Выбор точки a0 не должен зависеть от y ∈ Y ! Если

a0 = a0(y), то интеграл (2) может сходиться неравномерно на Y .

Пример 6. Исследовать на равномерную сходимость интеграл
+∞∫
0

e−xy dx, ес-

ли а) y ∈ [a,+∞), где a > 0, б) y ∈ (0, b].

4 а) Очевидно, что f(x, y) = e−xy ∈ C([0,+∞)× [a,+∞)), поэтому f непре-
рывна по x на [0,+∞) при каждом фиксированном y ∈ [a,+∞), и +∞ —
единственная особая точка функции f(x, y) на [0,+∞), когда y ≥ a > 0.

Используя определение 2, докажем, что интеграл равномерно сходится на
множестве Y = [a,+∞), a > 0. Заметим, что ∀t > 0, ∀y ∈ [0,+∞)

+∞∫
t

e−xy dx = −1

y
e−xy

∣∣∣+∞
t

= −1

y

(
lim

x→+∞
e−xy − ety

)
=

1

y
e−ty.

Зафиксируем положительное число ε. Так как ∀t > 0 и ∀y ≥ a > 0

0 <
1

y
e−ty ≤ 1

a
e−at, lim

t→+∞

1

a
e−at = 0,

то ∃b0 = b0(ε) > 0 :
1

a
e−at < ε, ∀t ∈ (b0,+∞). Следовательно,

∀ε > 0 ∃b0 ∈ (0,+∞) :
1

y
e−ty < ε, ∀t ∈ (b0,+∞), ∀y > a,
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то есть
∣∣∣ +∞∫
t

e−xy dx
∣∣∣ < ε, ∀t > b0, ∀y ∈ Y, что означает равномерную сходимость

рассматриваемого интеграла на множестве Y .
Достаточно просто провести исследование этого интеграла и с помощью при-

знака Вейерштрасса (теорема 3). Легко видеть, что |e−xy| = e−xy ≤ e−ax для
всех y ∈ Y = [a,+∞) и всех x ∈ [0,+∞).

Так как
+∞∫
0

e−ax dx = −1

a
e−ax

∣∣∣+∞
0

=
1

a
∈ R, то интеграл

+∞∫
0

e−ax dx сходится, а

поэтому в силу следствия теоремы 3 рассматриваемый несобственный интеграл
сходится равномерно на множестве Y .

б) Пусть теперь y ∈ Y = (0, b]. Докажем, что рассматриваемый несобствен-
ный интеграл сходится неравномерно на множестве Y = (0, b]. Поскольку тео-
рема 3 и ее следствие — достаточные признаки, то следует пользоваться опре-
делением 2 равномерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от

параметра, или критерием 1 по отношению к функции F (t, y) =
b∫
t

f(x, y) dx,

t ∈ [a, b), y ∈ Y . В этом случае воспользуемся определением 2:
+∞∫
t

e−xy dx =
e−ty

y
, ∀y ∈ (0, b].

Если yn = 1/n, a tn = n, b ∈ N, то
e−tnyn

yn
= ne−1 > 1, если n ≥ 3. Таким

образом, ∃ε0 = 1 :

∀n > max{3, [b] + 1}∃yn = 1/n ∈ (0, b]∃tn = n ∈ [0,+∞) :

+∞∫
tn

e−xyn dx > 1.

Последнее означает, что рассматриваемый несобственный интеграл сходится
неравномерно на множестве Y = (0, b]. N

Пример 7. Пусть a > 0, Y = [0, a]. Исследовать на равномерную сходимость

на Y интеграл
1∫

0

| lnx|y√
x

dx.

4 Прежде всего заметим, что для каждого y ≥ 0 функция f(x, y) =
| lnx|y√

x
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непрерывна на (0, 1] и lim
x→+0

f(x, y) = +∞, поэтому f(x, y) ∈ Rloc(0, 1] при каж-

дом y ∈ [0, a] и x = 0 — ee единственная особая точка. Далее, ∀x ∈ (0, 1] и
∀y ∈ [0, a] справедливо неравенство | lnx|y ≤ max{1, | lnx|a}, а значит,

| lnx|y ≤ 1 + | lnx|a и 0 ≤ f(x, y) ≤ 1 + | lnx|a√
x

.

Но ln
1

x
<

1

xα
, ∀α > 0, в некоторой правосторонней окрестности точки x = 0,

то есть на интервале (0, x0(α)). Поэтому ∀x ∈ (0, x0(1/4)), ∀y ∈ [0, a]

1 + | lnx|a = 1 +
(

ln
1

x

)a
<

1
4
√
x

и 0 ≤ f(x, y) ≤ 1

x3/4
.

Так как интеграл
1∫

0

dx

x3/4
сходится (эталонный с α =

3

4
< 1), то в силу следствия

3.1 теоремы 3 исходный интеграл равномерно сходится на множестве [0, a]. N
Когда подынтегральная функция является знакопеременной и несобствен-

ный интеграл, зависящий от параметра, при некотором y ∈ Y сходится условно,
то его характер сходимости нельзя изучить, применяя признак Вейерштрас-
са, поскольку из признака Вейерштрасса следует равномерная и абсолютная
сходимость интеграла на множестве Y . В этом случае можно воспользоваться
следующими двумя признаками.

Теорема 4 (признак Дирихле). Пусть функции g(x, y) и ϕ(x, y) определены на
множестве [a, b)× Y ⊂ R2

x,y, при любом y ∈ Y имеют на [a, b) единственную
особую точку x = b и удовлетворяют условиям:

1) g(x, y) монотонна по x на [a, b) при каждом фиксированном y ∈ Y ;

2) g(x, y)
Y

⇒ 0 при x→ b (x ∈ (a, b));

3) ∃M > 0:
∣∣∣ t∫
a

ϕ(x, y) dx
∣∣∣ ≤M , ∀y ∈ Y , ∀t ∈ (a, b).

Тогда интеграл
b∫

a

g(x, y)ϕ(x, y) dx равномерно сходится на множестве Y .

Теорема 5 (признак Абеля). Пусть функции g(x, y) и ϕ(x, y) определены на
[a, b)×Y ⊂ R2

x,y, локально интегрируемы на [a, b) при ∀y ∈ Y и удовлетворяют
условиям:
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1) g(x, y) монотонна по x на [a, b) при каждом фиксированном y ∈ Y ;

2) ∃M > 0: |g(x, y)| ≤M , ∀x ∈ [a, b), ∀y ∈ Y ;

3) интеграл
b∫

a

ϕ(x, y) dx равномерно сходится на множестве Y .

Тогда несобственный интеграл
b∫

a

g(x, y)ϕ(x, y) dx равномерно сходится на Y .

Отметим, что применение признаков Абеля и Дирихле к несобственным ин-
тегралам, зависящим от параметра, когда подынтегральная функция является
знакопостоянной не имеет смысла, поскольку для таких интегралов они экви-
валентны признаку Вейершрасса.

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 8. Исследовать на равномерную сходимость на Y = [0,+∞) инте-

грал
+∞∫
1

y2 cos(yx)

x+ y2
dx.

4 Очевидно, что для каждого y ∈ Y подынтегральная функция локально
интегрируема на [1,+∞) и +∞ — ее единственная особая точка на [1,+∞).
Решение задачи проведем с помощью признака Дирихле (теорема 4). Положим
g(x, y) =

y

x+ y2
и ϕ(x, y) = y cos(xy). При каждом фиксированном y ∈ Y

функция g(x, y) монотонно убывает по x на [1,+∞), lim
y→+∞

g(x, y) = 0, то есть

g(x, y) поточечно сходится на Y к функции g̃(y) = 0 при x→ +∞. С помощью

критерия 1 докажем, что g(x, y)
Y

⇒ 0 при x→ +∞.
Зафиксируем x ∈ [1,+∞) и найдем α(x) = sup

y∈Y
|g(x, y)− 0| = sup

y∈Y

y

x+ y2
. Так

как
g′y(x, y) =

x− y2

(x+ y2)2
, ∀(x, y) ∈ [1,+∞)× Y,

то единственной критической точкой функции g(x, y) по переменной y, лежащей
на (0,+∞), является стационарная точка y =

√
x ∈ (0,+∞). Поскольку

g(x,
√
x) =

1

2
√
x
, g(x, 0) = 0, lim

y→+∞
g(x, y) = 0,

то α(x) =
1

2
√
x
(легко проверить, что при фиксированном x ∈ [1,+∞) функция
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g(x, y) имеет в точке y =
√
x локальный максимум, и потому

α(x) = g(x,
√
x) =

1

2
√
x
, ∀x ∈ [1,+∞)).

Далее, lim
x→+∞

α(x) = 0 и по критерию 1 g(x, y)
Y

⇒ 0 при x→ +∞.
Так как, ∀t ∈ (1,+∞), ∀y ∈ [0,+∞)

∣∣∣ t∫
1

y cosxy) dx
∣∣∣ =

∣∣∣sin(xy)
∣∣t
1

∣∣∣ = | sin(ty)− sin y| ≤ 2,

то функция Φ(t, x) =

t∫
1

y cos(xy) dx ограничена на множестве [1,+∞)× Y .

Следовательно, выполнены все условия признака Дирихле (теорема 4) и исход-
ный несобственный интеграл равномерно сходится на множестве Y . N

Пример 9. Исследовать на равномерную сходимость на Y = [0,+∞) инте-

грал
+∞∫
1

sinx2

1 + xy
dx.

4 Функция f(x, y) =
sinx2

1 + xy
непрерывна по x на множестве [1,+∞) при

каждом фиксированном y ∈ Y , поэтому f(x, y) ∈ Rloc[1,+∞) и +∞ — един-
ственная особая точка функции f(x, y) при каждом y ∈ Y .

Сделаем в интеграле замену переменной, положив x2 = t, а значит, x =
√
t,

t ∈ [1,+∞). Так как функция t = x2 не зависит от параметра y и непре-
рывно дифференцируема по x на (1,+∞), то исходный интеграл и интеграл
+∞∫
1

sin t dt

(1 + ty/2)
√
t
одновременно либо сходятся, либо расходятся и, в случае схо-

димости, характер их сходимости одинаков.
Исследование полученного интеграла проведем с помощью признаков Дири-

хле и Абеля. Пусть g(t, y) =
1

1 + ty/2
, ϕ(t, y) =

sin t√
t
, (t, y) ∈ [1,+∞)× [0,+∞).

Интеграл
+∞∫
1

sin t√
t
dt, очевидно сходится в силу признака Дирихле. Поскольку

он не зависит от параметра y, то он равномерно сходится на Y .
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Изучим функцию g(t, y). При (t, y) ∈ [1,+∞)× Y справедливо неравенство

|g(t, y)| = 1

1 + ty/2
≤ 1,

а при фиксированном y ≥ 0 функция g(t, y), как функция от t, монотонно убы-
вает на [1,+∞). Все условия признака Абеля (теорема 5) выполнены, интеграл
+∞∫
1

sin t dt

(1 + ty/2)
√
t
сходится равномерно на Y , а значит, исходный несобственный

интеграл также равномерно сходится на Y . N
По аналогии с определением сходимости несобственного интеграла с несколь-

кими особыми точками вводится определение равномерной сходимости несоб-
ственного интеграла с несколькими особыми точками.

Определение 3. Пусть X = 〈a, b〉 — промежуток в R (конечный или беско-
нечный), Y — подмножество в R,

f : X × Y ⊂ R2
x,y → R.

Пусть функция f имеет при каждом y ∈ Y конечное число особых точек (счи-
тая и бесконечно удаленные) и существует такой набор точек τ = {ak}mk=1:
a = a1 < a2 < · · · < am = b, что на каждом промежутке 〈ak, ak+1〉, k =
1, 2, . . . ,m − 1, функция f(x, y) при каждом y ∈ Y имеет единственную осо-
бую точку, совпадающую с одним из его концов. Если каждый из интегралов
ak+1∫
ak

f(x, y) dx равномерно сходится на Y , то говорят, что исходный инте-

грал
b∫

a

f(x, y) dx сходится равномерно на множестве Y . Если хотя бы один

из интегралов

ak+1∫
ak

f(x, y) dx не сходится равномерно на Y , то говорят, что

интеграл
b∫

a

f(x, y) dx не является равномерно сходящимся на множестве Y .

Пример 10. Исследовать на равномерную сходимость на Y = [0, 1] интеграл
+∞∫
0

y sin
(
x+

y

x

)
x

dx.
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4 Очевидно, что f(x, y) =
y

x
sin
(
x +

y

x

)
∈ C((0,+∞) × [0, 1]), поэтому

f(x, y) ∈ Rloc(0,+∞) при каждом y ∈ Y . Далее, f(x, 0) = 0 и при y ∈ (0, 1]
существует последовательность {xk}:

xk =
1

4

(
π(1 + 2k)−

√
π2(1 + 2k)2 − 16y

)
=

4y

π(1 + 2k) +
√
π2(1 + 2k)2 − 16y

,

k ∈ N, такая что xk ∈ (0, 1), ∀k ∈ N и sin
(
xk +

y

xk

)
= (−1)k. Поэтому функция

f(x, y) является неограниченной при каждом фиксированном y ∈ (0, 1] в любой
правосторонней полуокрестности точки x = 0. Следовательно, функция f(x, y)
имеет на (0,+∞) при фиксированном y ∈ Y две особые точки: x = 0 и +∞.
В силу определения 3 исследуем на равномерную сходимость на Y = [0, 1],

например, несобственные интегралы I1 =

1/2∫
0

f(x, y) dx и I2 =

+∞∫
1/2

f(x, y) dx.

Воспользуемся тем, что sin
(
x+

y

x

)
= sinx cos

y

x
+ cosx sin

y

x
. Пусть

f1(x, y) =
y

x
sinx cos

y

x
, f2(x, y) =

y

x
cosx sin

y

x
, x ∈ (0,+∞), y ∈ Y.

1) Исследуем на равномерную сходимость на Y интеграл I1.
Так как для любого x ∈ (0, 1/2] и любого y ∈ Y

|f1(x, y)| = y

x

∣∣∣sinx · cos
y

x

∣∣∣ =
y

x
sinx

∣∣∣cos
y

x

∣∣∣ ≤ sinx

x
≤ 1,

а интеграл

1/2∫
0

dx сходится, то интеграл

1/2∫
0

f1(x, y) dx сходится абсолютно и рав-

номерно на Y в силу признака Вейерштрасса.

Исследуем интеграл

1/2∫
0

f2(x, y) dx, если y ∈ Y . Представим функцию f2(x, y)

в виде f2(x, y) =
y

x2
sin

y

x
·x cosx, ∀(x, y) ∈ (0, 1/2]×Y, и применим признак Ди-

рихле. Пусть g(x, y) = x cosx, ϕ(x, y) =
y

x2
sin

y

x
. Функция g(x, y) не зависит от

y и lim
x→0

g(x, y) = lim
x→+0

x cosx = 0, поэтому g(x, y)
[0,1]

⇒ 0 при x→ +0. На интерва-

ле (0, 1/2) g′x(x, y) = cos x− x sinx = cosx(1− x tg x) > cosx(1− tg2 x) > 0, так
как x < tg x и tg x ∈ (0, 1), ∀x ∈ (0, π/4) ⊃ (0, 1/2]. Следовательно, функция
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g(x, y) монотонна на (0, 1/2] при каждом фиксированном y ∈ Y . Наконец,

|Φ(t, y)| =
∣∣∣ 1/2∫
t

ϕ(x, y) dx
∣∣∣ =

∣∣∣ 1/2∫
t

y

x2
sin

y

x
dx
∣∣∣ =

∣∣∣− 1/2∫
t

sin
y

x
d
(y
x

)∣∣∣ =

=
∣∣∣cos

y

x

∣∣1/2
t

∣∣∣ ≤ | cos 2y|+ | cos
y

t
| ≤ 2, ∀t ∈ (0, 1/2], ∀y ∈ Y,

то есть функция Φ(t, y) ограничена на множестве (0, 1/2] × Y . Все условия

признака Дирихле (теорема 4) выполнены, поэтому интеграл

1/2∫
0

f2(x, y) dx рав-

номерно сходится на Y .
Интеграл I1, являясь суммой двух равномерно сходящихся на Y интегралов,

также является равномерно сходящимся на Y (в силу леммы 1).
2) Исследуем на равномерную сходимость на Y интеграл I2.

Рассмотрим
+∞∫

1/2

f2(x, y) dx. Заметим, что
y

x
∈ [0, 2], ∀y ∈ [0, 1] и ∀x ≥ 1/2, а

поэтому 0 ≤ sin
y

x
≤ y

x
и |f2(x, y)| =

y

x
| cosx| sin

y

x
≤ y

x
· y
x

=
y2

x2
≤ 1

x2
. Инте-

грал
+∞∫

1/2

dx

x2
сходится, значит по признаку Вейерштрасса интеграл

+∞∫
1/2

f2(x, y) dx

сходится равномерно на Y .

Для исследования интеграла
+∞∫

1/2

f1(x, y) dx можно использовать либо при-

знак Абеля, либо признак Дирихле, в зависимости от представления функ-

ции f1(x, y) =
y

x
sinx cos

y

x
. Если представить f1(x, y) =

sinx

x
· y cos

y

x
, то

можно использовать признак Абеля, для чего доказать монотонность по x на
[1/2,+∞) функции y cos

y

x
при каждом фиксированном y ∈ Y . Если предста-

вить f1(x, y) = sinx · y
x

cos
y

x
, можно использовать признак Дирихле, для чего

доказать монотонность по x на [1/2,+∞) функции
y

x
cos

y

x
при y ∈ Y , что

несколько труднее. Поэтому воспользуемся первым представлением функции
f1(x, y).
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Интеграл
+∞∫

1/2

sinx

x
dx сходится в силу признака Дирихле и не зависит от па-

раметра y, поэтому он равномерно сходится на отрезке [0, 1]. На множестве
[1/2,+∞)× [0, 1] справедливо неравенство

∣∣∣y cos
y

x

∣∣∣ ≤ |y| ≤ 1, то есть функция

y cos
y

x
ограничена. Докажем, что она монотонна по переменной x на [1/2,+∞)

при каждом фиксированном y ∈ Y . Зафиксируем y ∈ [0, 1]. Так как(
y cos

y

x

)′
x

= −y
2

x2
sin

y

x
и
y

x
∈ [0, 2], ∀y ∈ Y, ∀x ∈ [1/2,+∞),

то sin
y

x
≥ 0 и

(
y cos

y

x

)′
x
≤ 0. Следовательно, функция y cos

y

x
монотонно

убывает на [1/2,+∞) по переменной x при фиксированном y ∈ Y . Все усло-

вия признака Абеля выполнены, поэтому несобственный интеграл
+∞∫

1/2

f1(x, y) dx

равномерно сходится на Y .
Интеграл I2, являясь суммой двух равномерно сходящихся на Y интегралов,

также является равномерно сходящимся на Y (в силу леммы 1).
Из пунктов 1) и 2) по определению 3 следует, что исходный несобственный

интеграл
+∞∫
0

f(x, y) dx равномерно сходится на Y . N

2.1 Задания для самостоятельной работы

1. С помощью определений 2, 3 и признака Вейерштрасса исследовать на
равномерную сходимость следующие несобственные интегралы, зависящие от
параметра, на указанном множестве Y .

1)
+∞∫
0

dx

(x+ y)2 + 1
, Y = [0,+∞), 2)

+∞∫
1

y dx

1 + y2x2
, a) Y = [1, 3],

b) [1,+∞), c) Y = [0, 3],

3)
+∞∫
2

dx

x lny x
, Y = [a,+∞), a > 1, 4)

+∞∫
1

y

x2
e−y/x dx, Y = [0,+∞),
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5)

1/2∫
0

dx

x lny
1

x

, Y = [a,+∞), a > 1, 6)
+∞∫
0

dx

1 + y2 + x2
, Y = [0,+∞),

7)
+∞∫
1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx, Y = R, 8)

+∞∫
3

√
y2 + 2

y(x2 + 1)
dx, Y = [5,+∞),

9)
+∞∫
1

cos(xy)√
x3 + y2

dx, Y = R, 10)
+∞∫
1

xy

e
√
x
dx, Y = (−∞, a], a ∈ R,

11)
+∞∫
1

ln
(

1 +
y lnx

x2

)
dx, Y = [0, 2), 12)

+∞∫
0

2x sin
y

3x
dx, Y = [−a, a], a > 0,

13)
+∞∫
2

sin(x+ y2)

x ln2 x+ y4
dx, Y = R, 14)

+∞∫
1

sin(xy)

2x2 + cos(xy)
dx, Y = R,

15)
+∞∫
1

dx

4x − 2xy
,Y = (−∞, a], a < 2, 16)

+∞∫
0

sin(xy)

exy + 1
dx, Y =[a,+∞), a>0,

17)
+∞∫
1

sin
y

x
xy + 1

dx,Y =[a,+∞), a>1, 18)
+∞∫
1

tg
y

x
x+ y2

dx, Y = [−1, 1],

19)
+∞∫
0

dx

1 + (x2 + y)2
, Y = [0,+∞), 20)

+∞∫
3

(y + x) dx

(y2 + x2)3/2
, Y = (0,+∞),

21)
+∞∫
0

xe−x
2(1+y2) dx, Y = R, 22)

1∫
0

xy ln2 x

1− x2
dx, Y = [−3/4, 0],

23)
+∞∫
1

ye−y
2(1+x2) dx, Y = [1, 2], 24)

1∫
0

ln(1− y2x2)
x2
√

1− x2
dx, Y = [−1, 1],

25)
1∫

0

lny 1
x√
x
dx, Y = [0, a], a > 0, 26)

+∞∫
2

ln2 x · sin 3x

(x− 1)y
dx, Y = [2,+∞),

27)
+∞∫
1

ln3 x

x2 + y4
dx, Y = R, 28)

+∞∫
1

sin(3xy)

(x+ y)2
dx, Y = [0,+∞),

29)
+∞∫
1

(x+ 1)e
2x
x+y√

x5 + y
dx, Y = [0,+∞), 30)

+∞∫
1

xy

1 + x5y2
dx, Y = R,
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31)
+∞∫
1

ey√
x3 + ey

dx, (−∞, a], 32)
+∞∫
1

√
xy

1 + x4y2
dx, Y = [0,+∞),

33)
+∞∫
1

ye−x
2y dx, Y = [0,+∞), 34)

+∞∫
1

1 + lny x

x
√
x+ 1

dx, Y = (−∞, a],

35)
+∞∫
3

lny x

x
√
x+ y

dx, Y = [0, 10], 36)
1∫

0

xy√
1− x2

dx, Y = [0,+∞).

2. С помощью признаков Абеля и Дирихле исследовать на равномерную схо-
димость на множестве Y несобственные интегралы, зависящие от параметра.

1)
+∞∫
1

sinx√
x2 + y2

dx, Y = R, 2)
+∞∫
0

sin(xy)√
x+ y

dx, Y = [1,+∞),

3)
+∞∫
0

x sin(xy)

1 + x2
dx, Y = [1,+∞), 4)

+∞∫
0

cos(xy2)

x+ y
dx, Y = R,

5)
+∞∫
2

cos 3x

lnx+ y2
dx, Y = R, 6)

+∞∫
1

x sin 2x2√
x+ y

dx, Y = [0,+∞),

7)
+∞∫
2

cos(x+ y2)

x lnx+ y
dx, Y = [0,+∞), 8)

+∞∫
1

sin(x · 3y2) tg
1

x
dx, Y = R,

9)
+∞∫
0

sin(xy)

x+ y
dx, [a,+∞), a > 0, 10)

+∞∫
1

x sin(x2 + y2)√
x+ 2y

dx, Y = R,

11)
+∞∫
2

sin(x− 2y)√
lnx+ y

dx, Y = [0,+∞), 12)
+∞∫
0

cos(x(1 + y2))
3
√
x+ y2 + 1

dx, Y = R,

13)
+∞∫
0

sinx

x
· e−xy dx, Y = [0,+∞), 14)

+∞∫
1

sin(x2) arctg(xy) dx, Y = R,

15)
+∞∫
1

sin(xy2)√
x+ 1

· arctg(xy) dx, 16)
+∞∫
1

sin 3x

x− sinx
· tg x+ y

x+ y + 1
dx,

Y = [1,+∞), Y = [0,+∞),
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17)
+∞∫
2

sin(x+ y)

lnx+ y
· x+ y

x+ 2y
dx, 18)

+∞∫
2

cos(2x− y) arcsin
y

x+ y

ln(x+ y2)
dx,

Y = [0,+∞), Y = [0,+∞),

19)
+∞∫
1

sin(2x+ y) sin
y

x
dx, 20)

1∫
0

1

x
sin

1

x
· 2xy dx,

Y = [−2, 2], Y = (−∞, 1],

21)
+∞∫
0

sin(yex) dx, Y = [1,+∞), 22)
+∞∫
0

xy cos(xy)

x2y4 + 4
dx, Y = [1,+∞),

23)
+∞∫
1

cos
x

y
ln
(

1 +
y

x

)
dx, 24)

+∞∫
0

sin(xy)

x
cosx dx,

Y = [1, 15]), a) Y = [2,+∞), b) Y = [−1/2, 1/2],

25)
+∞∫
1

cosx
3
√
x+ y

·e−xy dx, Y = [0,+∞), 26)
+∞∫
0

cos(xy) dx, Y = [2,+∞),

27)
+∞∫
0

sin(xy2)

x+ y2
2

x
x+y dx, Y = [1,+∞), 28)

+∞∫
1

cos(x+ 2)√
x+ y2

dx, Y = R,

29)
+∞∫
1

arctg(xy)
sin(xy) dx√
x2 + y2

, Y = [2, 5], 30)
+∞∫
1

x cos(2xy)

2x2 + y
dx, Y = [2, 5].

3. Используя любые методы, исследовать несобственные интегралы, завися-
щие от параметра, на равномерную сходимость на указанном множестве Y .

1)
+∞∫
e

lny x

x
√
x+ y

dx, Y = [0, 100], 2)
+∞∫
1

e−x

1 + xy
dx, Y = [0,+∞),

3)
+∞∫
1

sin(xy)√
x2 + y2

arctg
y

x
dx, 4)

+∞∫
2

sin(xy)

x
√
xy + 1

e
x

x+y dx,

Y = [1, 10], Y = [2,+∞)„

5)
+∞∫
0

y arctg x

x2 + y
dx, Y = [0, a], a > 0, 6)

+∞∫
0

e−xy arctg x2 dx, Y = [1,+∞),
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7)
+∞∫
0

ye−x
3y dx, Y = [0,+∞), 8)

+∞∫
1

xye−2x dx, Y = [1, 10],

9)
+∞∫
1

cos 5x√
x+ y

· 3
xy

1+xy dx, 10)
+∞∫
1

x dx

2 + xy
dx,

Y = [0,+∞), Y = [a,+∞), a > 2,

11)
+∞∫
0

sin(xy)√
x+ y

arcsin
y

x+ y + 1
dx, 12)

+∞∫
2

sin(x+ y)

lnx+ y
· cos

x

x+ y
dx,

Y = [1,+∞), Y = [0,+∞),

13)
+∞∫
0

ye−y
2x · ex/y dx, Y = [2, 10], 14)

+∞∫
1

y dx

1 + x4y2
, Y = [1,+∞),

15)
+∞∫
0

cos(2xy2)

x+ 1
· ln x+ y

2x+ y
dx, 16)

+∞∫
0

sinx
3
√
x+ y2

tg
y

x+ 8
dx,

Y = [1,+∞), Y = [−2π, 2π],

17)
+∞∫
1

cos 3x√
x2 + y2

arctg(xy) dx, 18)
+∞∫
1

sin(xy)√
x2 + y2

· (ey/x − 1) dx,

Y = R, Y = [1, 10],

19)
+∞∫
1

lny x

(x+ 1)
√
x+ sin y

dx, 20)
+∞∫
1

cos(x(1 + y2)

ln(1 + x)
· 2

x
x+y2 dx,

Y = [0, 100], Y = R,

21)
π∫

0

sinx

xy(π − x)y
dx, Y = [1/2, 3/2], 22)

1∫
0

xy−1 ln2 x dx, Y = [1,+∞),

23)
+∞∫
1

ye−(1+x
2)y sin(xy) dx, 24)

+∞∫
0

sin(2x)

x+ y
· e−2xy dx,

Y = [1,+∞), Y = [0,+∞)„

25)
+∞∫
0

sin(5x+ y2)

x2 + y2 + 1
arctg(xy) dx, 26)

+∞∫
0

x sin(yx)

y + x2
dx,
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Y = R, Y = [a,+∞), a > 0,

27)
+∞∫
1

ey√
x3 + ey

dx, Y = (−∞, 1], 28)
1∫

0

sin(xy)√
x+
√
y
dx, Y = [0,+∞),

29)
+∞∫
1

x cos
1

x
2 + xy

dx, Y = [3,+∞), 30)
+∞∫
1

lnx

x
sin(xy) dx, Y = [1,+∞),

31)
+∞∫
1

sinx2

1 + xy
dx, Y = [0,+∞), 32)

+∞∫
1

cosx√
x
· dx

1 + y2x2
, Y = R.

3 Свойства несобственного интеграла, зависящего от параметра

3.1 Непрерывность НИЗП

Для доказательства непрерывности НИЗП по параметру используется

Теорема 6. Если функция f(x, y) непрерывна на множестве [a, b)×[c, d] и ин-

теграл J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx равномерно сходится на отрезке [c, d], то функция

J(y) непрерывна на отрезке [c, d].

Обратите внимание: По определению функция непрерывна на множестве,
если она непрерывна в каждой его точке. Поэтому, если Y — некоторое подмно-
жество множества R и f(x, y) ∈ C([a, b) × Y ), а несобственный интеграл J(y)
равномерно сходится на любом отрезке [y1, y2], содержащемся в Y , то функ-
ция J(y) непрерывна на Y (но это не означает, что интеграл J(y) равномерно
сходится на Y !). В частности, если Y = (c, d), то для доказательства непрерыв-
ности функции J(y) на Y достаточно доказать, что J(y) непрерывна на любом
отрезке [y1, y2], содержащемся в (c, d).

Пример 11. Доказать, что функция J(y) =

1∫
0

sin
y

x
xy

dx непрерывна на мно-

жестве Y = (−∞, 2).

4 Сделаем в интеграле замену переменных, полагая x =
1

t
(функция x = 1/t

является биекцией из [1,+∞) в (0, 1], дифференцируема и x′(t) = − 1

t2
< 0,
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∀t ∈ [1,+∞)). Получим интеграл
+∞∫
1

sin(ty)

t2−y
dt, который сходится или рас-

ходится одновременно с исходным при y ∈ (−∞, 2) и J(y) =

+∞∫
1

sin(ty)

t2−y
dt.

Пусть f(t, y) =
sin(ty)

t2−y
. Ясно, что f(t, y) ∈ C([1,+∞)× (−∞, 2)) и при каждом

y ∈ (−∞, 2) интеграл сходится, то есть определяет функцию J(y). Исследуем
полученный интеграл на равномерную сходимость. К нему нельзя применить
признак Дирихле равномерной сходимости на промежутке, содержащем точ-

ку y0 = 0, так как
t0∫
1

sin(ty) dt = −cos(ty)

y

∣∣∣t=t0
t=1

, и нельзя применить признак

Вейерштрасса на промежутке [y1, y2], если y1 ≥ 1. Поэтому вопрос о непрерыв-
ности функции J(y) решим, рассматривая промежутки (−∞, y0] и [y0, 2), где
y0 ∈ (0, 1). Если y0 ∈ (0, 1), то

|f(t, y)| = | sin(ty)|
t2−y

≤ 1

t2−y0
, ∀y ∈ (−∞, y0], ∀t ∈ [1,+∞).

Так как 2− y0 > 1, то интеграл
+∞∫
1

dt

t2−y0
сходится, и по признаку Вейерштрасса

интеграл
+∞∫
1

f(t, y) dt равномерно сходится на (−∞, y0], а значит, он равномерно

сходится на любом отрезке [y1, y0] ⊂ (−∞, y0]. По теореме 6 функция J(y)
непрерывна на любом отрезке [y1, y0] ⊂ (−∞, y0], что означает ее непрерывность
на множестве (−∞, y0].

Докажем непрерывность функции J(y) на [y0, 2), для чего рассмотрим инте-

грал
+∞∫
1

f(t, y) dt на отрезке [y0, 2−ε0], где ε0 ∈ (0, 1). Воспользуемся признаком

Дирихле, для этого положим g(t, y) =
1

t2−y
, а ϕ(t, y) = sin(ty). Тогда

∣∣∣ z0∫
1

ϕ(t, y) dt
∣∣∣ =

∣∣∣−1

y
cos yt

∣∣z0
1

∣∣∣ =
| cos z0y − cos y|

y
≤

≤ 2

y
≤ 2

y0
, ∀y ∈ [y0, 2− ε0], z0 ∈ [1,+∞),
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поэтому функция Φ(z, y) =

z∫
1

ϕ(t, y) dt ограничена на [y0, 2−ε0]× [1,+∞). Так

как g(t, y) =
1

t2−y
, то lim

t→+∞
g(t, y) = 0, ∀y ∈ [y0, 2 − ε0], то есть при t → +∞

функция g(t, y) поточечно сходится на [y0, 2− ε0] к функции g(y) = 0. Но

0 <
1

t2−y
≤ 1

tε0
, ∀y ∈ [y0, 2− ε0], ∀t > 1,

и потому
1

tε0
→ 0 при t → +∞. По следствию из критерия равномерной схо-

димости к предельной функции g(t, y)
[y0,2−ε0]
⇒ 0 при t → +∞. Выполнены все

условия признака Дирихле и несобственный интеграл
+∞∫
1

f(x, y) dx равномер-

но сходится на отрезке [y0, 2 − ε0], ∀ε0 ∈ (0, 1). В силу теоремы 6 функция
J(y) непрерывна на отрезке [y0, 2− ε0], ∀ε0 ∈ (0, 1). Учитывая произвольность
выбора числа ε0 в интервале (0, 1) и определение непрерывной на множестве
функции, заключаем, что J(y) — непрерывная на [y0, 2) функция.

Итак, нами доказано, что функция J(y) непрерывна на (−∞, y0] и [y0, 2), что
означает непрерывность J(y) на (−∞, 2). N

Пример 12. Доказать, что функция J(y) =

+∞∫
0

x dx

2 + xy
непрерывна на интер-

вале (2,+∞).

4 Пусть f(x, y) =
x

2 + xy
, на множества G = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0,+∞), y ∈

(2,+∞)}. Очевидно, что f(x, y) ∈ C(G), поэтому при каждом фиксированном
y > 2 функция f(x, y) имеет единственную особую точку +∞. Кроме того
f(x, y) ≥ 0 на G и фиксированном y ∈ (2,+∞)

f(x, y) =
x

xy
(

2

xy
+ 1

) ∼ 1

xy−1
при y → +∞.

Так как при любом y ∈ (2,+∞) интеграл
+∞∫
1

dx

xy−1
сходится, то по признаку

сравнения в предельной форме (см. [8, теорема 6]) несобственный интеграл
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+∞∫
1

f(x, y) dx сходится, а значит, на интервале (2,+∞) определена функция

J(y) =

+∞∫
0

x dx

2 + xy
.

Пусть ε0 > 0. Тогда 0 < f(x, y) ≤ x

2 + x2+ε0
, ∀x ≥ 1 и ∀y ∈ [2 + ε0,+∞). Но

x

2 + x2+ε0
∼ 1

x1+ε0
при x → +∞, а интеграл

+∞∫
1

dx

x1+ε0
сходится, и по признаку

Вейерштрасса несобственный интеграл F (y) =

+∞∫
1

f(x, y) dx сходится равномер-

но на промежутке [2 + ε0,+∞). Поэтому он равномерно сходится на любом от-
резке [α, β] ⊂ (2,+∞), что в силу теоремы 6 означает непрерывность функции
F (y) на отрезке (2,+∞).

Так как J(y) =

1∫
0

f(x, y) dx +

+∞∫
1

f(x, y) dx =

1∫
0

f(x, y) dx + F (y), рассмот-

рим функцию Ψ(y) =

1∫
0

f(x, y) dx. Этот интеграл является собственным, зави-

сящим от параметра y. Поскольку f(x, y) ∈ C([0, 1]× (2,+∞)), то

f(x, y) ∈ C([0, 1]× [α, β]), ∀[α, β] ⊂ (2,+∞).

Согласно теореме о непрерывности собственного интеграла, зависящего от па-
раметра ([7, теорема 4.10]), функция Ψ(y) непрерывна на [α, β]. Учитывая про-
извольность выбора отрезка [α, β] в (2,+∞), заключаем, как и при рассмот-
рении функции F (y), что функция Ψ(y) непрерывна на (2,+∞). Но J(y) =
Ψ(y) + F (y), поэтому J(y) — непрерывная на (2,+∞) функция. N

3.2 Дифференцируемость НИЗП

Теорема 7. Пусть функция f(x, y) определена и непрерывна на множестве
Π = [a, b)× [c, d] и, кроме того, удовлетворяет следующим условиям:

1) существует функция f ′y(x, y), которая непрерывна на Π,
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2) интеграл
b∫

a

f(x, y) dx сходится хотя бы при одном y0 ∈ [c, d],

3) интеграл
b∫

a

f ′y(x, y) dx сходится равномерно на отрезке [c, d].

Тогда интеграл J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx сходится равномерно на [c, d], определяет

непрерывно дифференцируемую на [c, d] функцию J(y) и Y ′(y) =

b∫
a

f ′y(x, y) dx.

Cледствие 7.1. Пусть Y — промежуток в R, функция f(x, y) непрерывна
на множестве [a, b) × Y и имеет на нем непрерывную частную производ-

ную
∂f

∂y
. Если интеграл

b∫
a

f(x, y) dx поточечно сходится на Y , а интеграл

b∫
a

f ′y(x, y) dx сходится равномерно на любом отрезке [c, d] ⊂ Y , то инте-

грал
b∫

a

f(x, y) dx сходится равномерно на любом отрезке [c, d] ⊂ Y , функция

J(y) =

b∫
a

f(x, y) dx непрерывно дифференцируема на Y и J ′(y) =

b∫
a

f ′y(x, y) dx,

∀y ∈ Y .

Пример 13. Доказать, что функция J(y) =

+∞∫
0

cosx

1 + x2 + y2
dx непрерывно

дифференцируема на R.

4 Функция f(x, y) =
cosx

1 + x2 + y2
непрерывна в R2, поэтому она непрерывна

на множестве [0,+∞)×R и имеет при каждом y ∈ R единственную особую точ-

ку +∞. Ее частная производная f ′y(x, y) = − 2y cosx

(1 + x2 + y2)2
также непрерывна
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на R2, а значит, и на множестве [0,+∞)× [a, b], ∀[a, b] ⊂ R. Так как

|f(x, y)| = | cosx|
1 + x2 + y2

≤ 1

1 + x2
, ∀y ∈ R, ∀x ∈ [0,+∞),

а интеграл
+∞∫
0

dx

1 + x2
, очевидно, сходится, то в по теореме Вейерштрасса инте-

грал
+∞∫
0

f(x, y) dx сходится равномерно на R.

Аналогично, если [y1, y2] — некоторый отрезок и y0 = max{|y1|, |y2|}, то

|f ′y(x, y)| = 2|y|| cosx|
(1 + x2 + y2)2

≤ 2y0
(1 + x2)2

, ∀y ∈ [y1, y2].

Так как интеграл
+∞∫
0

dx

(1 + x2)2
dx сходится, то по признаку Вейерштрасса инте-

грал
+∞∫
0

f ′y(x, y) dx равномерно сходится на отрезке [y1, y2]. В силу произвольно-

сти выбора отрезка [y1, y2] из следствия 7.1 теоремы 7 получаем непрерывную
дифференцируемость на R функции J(y). N

Пример 14. Доказать, что функция J(y) =

+∞∫
0

cosx

1 + (x+ y)2
dx непрерывно

дифференцируема на R.

4 Функция f(x, y) =
cosx

1 + (x+ y)2
непрерывна в R2 (а поэтому и на множе-

стве [0,+∞) × R), имеет единственную особую точку +∞ при каждом фик-

сированном y ∈ R. Функция f ′y(x, y) = − 2(x+ y) cosx

(1 + (x+ y)2)2
также непрерывна

в R2. Докажем дифференцируемость функции J(y) на множествах [0,+∞) и
(−∞, 0].

Пусть ỹ — некоторое положительное число, тогда функции f(x, y) и f ′y(x, y)
непрерывны на [0,+∞)× [0, ỹ]. Для любых точек (x, y) ∈ [0,+∞)× [0, ỹ]

|f(x, y)| = | cosx|
1 + (x+ y)2

≤ 1

1 + x2
∼ 1

x2
при x→ +∞,

|f ′y(x, y)| = 2(x+ y)| cosx|
(1 + (x+ y)2)2

≤ 2(x+ ỹ)

(1 + x2)2
∼ 2

x3
при x→ +∞.
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Так как интегралы
+∞∫
1

dx

x2
,

+∞∫
1

2 dx

x3
сходятся, то в силу признака сравнения

[8, теорема 6] и признака Вейерштрасса интегралы
+∞∫
0

f(x, y) dx,
+∞∫
0

f ′y(x, y) dx

равномерно сходятся на отрезке [0, ỹ]. Последнее означает, что выполнены усло-
вия следствия теоремы 7 на Y = [0,+∞), поэтому функция J(y) непрерывно

дифференцируема на [0,+∞) и J ′(y) =

+∞∫
0

f ′y(x, y) dx.

Аналогично, рассмотрим функцию J(y) на множестве (−∞, 0]. Пусть y0 —
некоторое отрицательное число, тогда функции f(x, y) и f ′y(x, y) непрерывны
на отрезке [y0, 0]. Далее, ∀x ∈ [0,+∞) и y ∈ [y0, 0]

|f(x, y)| = | cosx|
1 + (x+ y)2

≤ 1

1 + (x+ y0)2
∼ 1

x2
при x→ +∞,

|f ′y(x, y)| = 2|x+ y| · | cosx|
(1 + (x+ y)2)2

≤ x

1 + (x+ y0)2)2
∼ 2

x3
при x→ +∞.

Отсюда, как и выше, делаем вывод о том, что на отрезке [y0, 0] интегра-

лы
+∞∫
0

f(x, y) dx и
+∞∫
0

f ′y(x, y) dx сходятся равномерно. Так как на множестве

Y = (−∞, 0] выполняются все условия следствия теоремы 7, то функция J(y)

непрерывно дифференцируема на (−∞, 0] и J ′(y) =

+∞∫
0

f ′y(x, y) dx.

Из проведенных исследований заключаем, что функция J(y) непрерывно

дифференцируема на множестве R и J ′(y) =

+∞∫
0

f ′y(x, y) dx. N

Задача решена, но есть и другое ее решение. Сделаем в исходном интеграле
замену переменной, положив x+ y = t, получим

J(y) =

+∞∫
y

cos(t− y)

1 + t2
dt =

+∞∫
0

cos(t− y)

1 + t2
dt−

y∫
0

cos(t− y)

1 + t2
dt.

Рассмотрим каждый из полученных интегралов.
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1) Начнем с интеграла
+∞∫
0

cos(t− y)

1 + t2
dt. Функция g(t, y) =

cos(t− y)

1 + t2
непре-

рывно дифференцируема на R2 и g′y(t, y) =
sin(t− y)

1 + t2
, ∀(t, y) ∈ R2. Так как

|g(t, y)| ≤ 1

1 + t2
и |g′y(t, y)| ≤ 1

1 + t2
, ∀t ∈ [0,+∞) и ∀y ∈ R, а интеграл

+∞∫
0

dt

1 + t2
сходится, то по признаку Вейерштрасса интегралы

+∞∫
0

g(t, y) dt,

+∞∫
0

g′y(t, y) dt

равномерно сходятся на множестве R, а значит, на любом отрезке [y1, y2] ⊂ R.

По следствию теоремы 7 интеграл
+∞∫
0

g(t, y) dt определяет непрерывно диффе-

ренцируемую в R функцию G(y), причем G′(y) =

+∞∫
0

g′y(t, y) dt.

2) Теперь обратимся к интегралу

y∫
0

cos(t− y)

1 + t2
dt при y ∈ R. Он является

собственным интегралом, зависящим от параметра y, у которого зависит от
параметра еще и верхний предел интегрирования β(y) = y. Функция β(y) яв-
ляется непрерывно дифференцируемой на R и, как отмечалось выше, функ-
ция g(t, y) непрерывно дифференцируема на R2. По теореме о непрерывной
дифференцируемости собственного интеграла, зависящего от параметра, пре-
делы интегрирования которого зависят от параметра (см. [7, теорема 4.14]),

функция G1(y) =

y∫
0

g(t, y) dt непрерывно дифференцируема на любом отрезке

[y1, y2] ⊂ R, а значит, и в R, причем G′1(y) =

y∫
0

g′y(t, y) dt+
1

1 + y2
.

Из полученных результатов заключаем, что функция J(y) = G(y) +G1(y)
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непрерывно дифференцируема на R и ∀y ∈ R

J ′(y) =

+∞∫
0

g′y(t, y) dt−
y∫

0

g′y(t, y) dt− 1

1 + y2
=

=

+∞∫
y

g′y(t, y) dt− 1

1 + y2
=

+∞∫
y

sin(t− y)

1 + t2
dt− 1

1 + y2
.

3.3 Задания для самостоятельной работы

1. Доказать непрерывность функции J(y) на указанном множестве Y .

1) J(y) =

+∞∫
0

x dx

10− 4x+ xy
, Y = (2,+∞);

2) J(y) =

+∞∫
0

cos(xy)√
1 + x3

dx, Y = R;

3) J(y) =

+∞∫
1

cos(x)

4 + xy
dx, Y = (0,+∞);

4) J(y) =

+∞∫
0

sin(yx2) dx, Y = (0,+∞);

5) J(y) =

+∞∫
0

sinx

1 + (x+ y)2
dx, Y = R;

6) J(y) =

+∞∫
1

lnx

(x− y)2 + 1
dx, Y = R;

7) J(y) =

+∞∫
0

ye−yx dx, Y = (0,+∞);

8) J(y) =

+∞∫
0

e−(x−y)
2

dx, Y = R;
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9) J(y) =

+∞∫
0

cos(xy)

1 + x2
dx, Y = R;

10) J(y) =

1∫
0

sin
y

x
xy

dx, Y = (0, 1);

11) J(y) =

+∞∫
0

sin
√
x · e−xy dx, Y = (0,+∞);

12) J(y) =

+∞∫
0

e−xy · sin(x2) dx, Y = [0,+∞).

2. Доказать, что функция J(α) непрерывно дифференцируема на указанном
множестве D.

1) J(α) =

+∞∫
0

e−2x
2

cosαx dx, D = R;

2) J(α) =

+∞∫
0

cos(αx)

1 + x2
dx, D = (0,+∞);

3) J(α) =

+∞∫
1

sin(αx)

x2
dx, D = (0,+∞);

4) J(α) =

+∞∫
0

x sin(αx)

(1 + x2)2
dx, D = R;

5) J(α) =

+∞∫
0

e−αx
2

dx, D = (0,+∞);

6) J(α) =

+∞∫
0

sin(αx)

1 + x3
dx, D = R;

7) J(α) =

+∞∫
α

e−αx
2

dx, D = (0,+∞);
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8) J(α) =

+∞∫
0

1− cos(αx)

x2
dx, D = (0,+∞);

9) J(α) =

+∞∫
0

x− sin(αx)

1 + x3
dx, D = R;

10) J(α) =

+∞∫
0

1− cos(αx)

x
· e−x dx, D = R;

11) J(α) =

1∫
0

ln(1− α2x2)

x2
√

1− x2
dx, D = (−1, 1);

12) J(α) =

+∞∫
1

arctg(αx)

x2
√
x2 − 1

dx, D = R;

13) J(α) =

+∞∫
1

sin(αx)

x2
dx, D = (0,+∞);

14) J(α) =

+∞∫
0

cos(αx)

1 + x2
dx, D = (0,+∞);

15) J(α) =

+∞∫
0

x cos(αx)

(1 + x2)2
dx, D = R.

4 Гамма- и Бета- функции Эйлера

Интеграл Γ(α) =

+∞∫
0

xα−1e−x dx называется Γ-функцией Эйлера. Областью

определения Γ-функции является интервал (0,+∞). Несобственный интеграл
сходится равномерно на множестве α > α0 > 0. В области α > 0 функция Γ(α)
непрерывна и непрерывно дифференцируема любое число раз, причем

Γ(n)(α) =

+∞∫
0

xα−1 lnn x e−x dx.
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Функция Γ(α) обладает следующими свойствами:

1) Γ(α + 1) = αΓ(α), ∀α > 0 (формула приведения Эйлера);

2) Γ(1) =

+∞∫
0

e−x dx = 1, поэтому Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N;

3) Γ(α) · Γ(1− α) =
π

sinαπ
, ∀α ∈ (0, 1) (формула дополнения).

В частности, если α = 1/2, то Γ2(1/2) = π, поэтому Γ(1/2) =
√
π.

Интеграл B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1 − x)β−1 dx называется B-функцией Эйлера.

Ее область определения — множество G = {(α, β) ∈ R2 : α > 0, β > 0}. Несоб-
ственный интеграл B(α, β) является непрерывно дифференцируемой функцией
во всей области определения и по α, и по β. На множестве G B-функция обла-
дает следующими свойствами:

1) B(α, β) = B(β, α) (свойство симметрии относительно переменных).

2) B(α + 1, β) =
α

α + β
B(α, β), B(α, β + 1) =

β

α + β
B(α, β),

B(α + 1, β + 1) =
α

α + 1 + β
· β

α + β
B(α, β) (формулы приведения),

3) B(α, β) =

+∞∫
0

xα−1

(1 + x)α+β
dx (второе интегральное представление),

4) B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
(связь между B- и Γ- функциями).

Отсюда, пользуясь формулой дополнения для Γ-функции, получаем, что

B(α, 1− α) =
π

sinαπ
, ∀α ∈ (0, 1).

Рассмотрим несколько примеров использования интегралов Эйлера для вы-
числения несобственных интегралов.

Пример 15. С помощью эйлеровых интегралов вычислить интеграл

I =

1∫
0

3

√
1− x
x

dx

(x− 2)2
.
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4 Подынтегральная функция непрерывна и положительна на (0, 1], 0 — ее

единственная особая точка. Полагая
1− x
x

= t, x =
1

t+ 1
, получаем

dx = − 1

(1 + t)2
dt, x− 2 = −2t+ 1

1 + t
,

поэтому I =

+∞∫
0

t1/3

(2t+ 1)2
dt. Положим 2t = u, и получим

I =
1

24/3

+∞∫
0

u1/3

(u+ 1)2
du =

1

24/3

+∞∫
0

u4/3−1

(u+ 1)4/3+2/3
du =

1

24/3
B

(
4

3
,
2

3

)
=

=
1

24/3

Γ

(
1

3
+ 1

)
Γ

(
2

3

)
Γ(2)

=
1

24/3
1

3
Γ(1/3) Γ(2/3) =

1

6 3
√

2

π

sin
π

3

=
π

3
√

3 · 3
√

2
.

Таким образом, несобственный интеграл сходится и равен
π

3
√

3 · 3
√

2
. N

Пример 16. Пусть a > 0, b > 0. Найти множество сходимости несобствен-

ного интеграла

π

2∫
0

sinα−1 x cosα−1 x dx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)α
dx и вычислить его.

4 Преобразуем подынтегральную функцию

I(α) =

π

2∫
0

sinα−1 x cosα−1 x dx

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)α
dx =

1

b2α

π/2∫
0

tgα−1 x(
a2

b2 tg2 x+ 1
)α dx

cos2 x
=

=
1

n2α

π/2∫
0

tgα−2 x(
a2

b2 tg2 x+ 1
)α tg x

dx

cos2 x
.

Положим
a2

b2
tg2 x = t. Введенная функция возрастает на [0, π/2), t(0) = 0

и lim
x→π/2−0

t(x) = +∞. Так как функция t(x) возрастает на [0, π/2), у нее есть

обратная причем непрерывно дифференцируемая функция x = x(t). Так как
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dt = 2
a2

b2
tg x

dx

cos2 x
, то

I(α) =
b2

2b2αa2
(b/a)α−2

+∞∫
0

tα/2−1

(t+ 1)α
dt =

1

2(ab)α
B
(α

2
,
α

2

)
.

Функция B(α, β), как известно, определена на (0,+∞) × (0,+∞), поэтому
функция I(α) определена на множестве α > 0. N

Пример 17. Найти область определения интеграла I(p) =

+∞∫
1

(lnx)p
dx

x2
и

вычислить его.

4 Положим lnx = t, x ∈ [1,+∞) (условия теоремы о замене перемен-
ной в несобственном интеграле, очевидно, выполнены). Функция t(x) действует
из [1,+∞) в [0,+∞), возрастает, является непрерывно дифференцируемой и
t′(x) 6= 0, ∀x ∈ (0,+∞), поэтому в силу теоремы о замене переменной в несоб-
ственном интеграле

I(p) =

+∞∫
0

tp
dt

et
=

+∞∫
0

t(p+1)−1e−t dt = Γ(p+ 1),

а значит, функция I(p) определена на (−1,+∞). N

Пример 18. Вычислить I =

+∞∫
0

ln2 x

1 + x4
dx.

4 Положим x4 = t (условия теоремы о замене переменной выполнены) и
получим

I =
1

64

+∞∫
0

t−3/4 ln2 t

1 + t
dt =

1

64

+∞∫
0

t1/4−1 ln2 t

(1 + t)1/4+3/4
dt.

Рассмотрим функцию B(p, 1 − p) =

+∞∫
0

tp−1

1 + t
dt, определенную на (0, 1). Так

как B-функция непрерывно дифференцируема любое число раз на множестве
(0,+∞) × (0,+∞), а отображение (p, 1 − p) действует из (0, 1) в (0,+∞) ×
(0,+∞) и непрерывно дифференцируемо на интервале (0, 1) любое число раз,
то функция B(p, 1 − p) непрерывно дифференцируема на (0, 1) и на любом
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отрезке [a, b] ⊂ (0, 1)

d

dp

(
B(p, 1− p)

)
=

+∞∫
0

tp−1 ln t

1 + t
dt,

d2

dp2
(
B(p, 1− p)

)
=

+∞∫
0

tp−1 ln2 t

1 + t
dt.

Следовательно, последнее равенство имеет место на (0, 1), а искомый инте-

грал I равен
d2

dp2
(
B(p, 1− p)

) ∣∣
p=1/4

. Поскольку B(p, 1− p) =
π

sin pπ
, ∀p ∈ (0, 1),

то для всех p ∈ (0, 1)

d2

dp2
(B(p, 1− p)) = −π

(π cos pπ

sin2 pπ

)′
p

= −π2− sin2 pπ · π − 2 cos2 pπ · π
sin3 pπ

=

= π3
sin2 pπ + 2 cos2 pπ

sin3 pπ
= π3

1 + cos2 pπ

sin3 pπ
,

а значит, I =
1

64
π3

1 + cos2
π

4

sin3 π

4

=
3π3

32
√

2
. N

4.1 Задания для самостоятельной работы

1. Вычислить следующие интегралы.

1)
+∞∫
0

x3e−2x
2

dx, 2)
1∫

0

√
x− x2 dx,

3)
+∞∫
0

4
√
x

(1 + x2)2
dx, 4)

2∫
0

dx
5
√
x3(2− x)2

,

5)
3∫

0

dx
5
√
x2(3− x)3

, 6)
2∫

−2

dx
4
√

(2 + x)3(2− x)
,

7)
2∫

1

3
√

(2− x)3(x− 1) dx, 8)
1∫

0

dx

(x+ 1) 3
√
x2 − x3

,

9)

π/2∫
0

sin3/2 x cos1/2 x dx, 10)

π/2∫
0

√
sin 2x dx,

11)
2∫

1

√
x− 1

2− x
dx

(x+ 3)2
, 12)

1∫
0

√
1− x
x

dx

(x+ 2)2
,
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13)
+∞∫
0

dx

1 + x3
, 14)

+∞∫
0

4
√
x

(1 + x)2
dx,

15)
+∞∫
0

√
x dx

1 + x3
, 16)

+∞∫
0

x2

1 + x4
dx.

2. Найти область определения функций, заданных несобственными интегра-
лами, зависящими от параметров, и вычислить их.

1)
+∞∫
0

x2n · e−x2 dx, 2)
+∞∫
0

xme−x
n

dx, n > 0,

3)
+∞∫
0

dx

(1 + 2x2)n
, 4)

1∫
0

x2n

3
√
x− x3

dx, n ∈ N,

5)
a∫

0

x2
√
a2 − x2 dx, a > 0, 6)

+∞∫
0

xm

(1 + x2)n
dx,

7)
+∞∫
−∞

e−e
x · epx dx, 8)

+∞∫
0

xp−1e−ax dx, a > 0,

9)
+∞∫
0

e−x
α

dx, α > 0, 10)
+∞∫
0

xαe−x
β

dx, β > 0,

11)
+∞∫
0

1

xn+1
e−α/(2x

2) dx, α > 0, 12)
1∫

0

x1−α(1− x)α

(1 + x)3
dx,

13)

π/2∫
0

sinm x · cosn x dx, 14)
1∫

0

(
ln

1

x

)α−1
xβ−1 dx,

15)
+∞∫
1

lnp x
dx

x2
, 16)

π/2∫
0

tgα x dx,

17)
1∫

0

(ln
1

x
)p dx, 18)

+∞∫
0

arctg x

xm
dx,

19)
+∞∫
0

ln(1 + x)

xm
dx, 20)

+∞∫
0

xm

3 + xn
dx, n > 0,
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21)
+∞∫
0

xα−1

(1 + x2)2
dx, 22)

+∞∫
0

x2α−1

1 + x2
dx,

23)

π/2∫
0

tgα x

(sinx+ cosx)2
dx, 24)

a∫
0

xα−1(a− x)β−1 dx,

25)
π∫

0

sinp x

1 + cos x
dx, 26)

1∫
0

x3α

3
√

1− x3
dx,

27)
+∞∫
0

xα−1

(2 + x)β
dx, 28)

π/2∫
0

sinα−1 x dx,

29)

π/2∫
0

sinα−1 x cosβ−1 x

(sinx+ cosx)α+β
dx, 30)

π∫
0

sinn−1 x

(1 + a cosx)n
dx, a ∈ (0, 1),

31)

π/4∫
−π/4

(
cosx+ sinx

cosx− sinx

)2m−1
dx, 32)

∞∫
0

ln(1 + ax)

xm
dx, a > 0,

33)

π/2∫
0

cosα−1 x dx, 34)
b∫

a

(x− a)m(b− x)n

(x− c)n+m+2
dx,

0 < a < b, c > 0,

35)
1∫

0

dx√
1− xα

, 36)
+∞∫
0

√
x lnx

1 + x2
dx,

37)
+∞∫
0

xp−1 lnx

1 + x
dx, 38)

+∞∫
0

xα lnx

1 + x3
dx,

39)
1∫

0

(1− x2)p dx, 40)
+∞∫
0

xα ln2 x

1 + x2
dx.

3. Доказать равенства:

1)
1∫

0

dx√
1− x4

·
1∫

0

x2 dx√
1− x4

=
π

4
,
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2)
1∫

0

dx√
1− x2n

·
1∫

0

xn dx√
1− x2n

=
π

2n
,

3)
1∫

0

dx√
1− xn

·
1∫

0

xn−2√
1− xn

dx =
2π

n(n− 2)
ctg

π

n
, n > 2,

4)
+∞∫
0

x2e−x
4

dx ·
+∞∫
0

e−x
4

dx =
π

8
√

2
,

5)
+∞∫
0

xe−x
3

dx ·
+∞∫
0

e−x
3

dx =
2π
√

3

27
,

6)
+∞∫
0

xm−1e−x
n

dx ·
+∞∫
0

e−x
n · xn−m−1 dx =

π

n2
sin−1

πm

n
, n > 0, n > m > 0.
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